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INTRODUCCICN

Ingenieros y Fisicos tienen frecuentemente la necesidad de conocer la respuesia
transitoria en el problema de flexidn de vigas prisméaticas de seccién cualguieray
cometidas a la accidn de cargas variables.con la longitua y con el tiempo. Para
ello cuentan, especialmente, con tres ecuaciones diferencizles de movimiento, que
gobiernan las vibraciones transversales de barras elésticas uniformes, que sons
la ecuacién el?% ntal, la ecuacidén de Rayleigh y la ecuacién general, denominada
de Timoshenko . En 1la deduccidn de esta Gltima se tiene en cuenta no sdlo la
inercia rotatoria -como sucede en la de Rayleigh-, sino también la deformacidn
debida al esfuerzo de cortee

Ahora bien: el efecto de cargas concentradas, aplicadas sébitamente, no es des-
crito con exactitud por la ecuacidn elemental, pues el desarrollo de Fourier de
las cargas concentradas gue contiene arménicos de longitud de onda infinitésima
y el cardcter parabdlico de esta ecuacidn, producirdn velocidades de fase infini-
fag V€ ; por lo tanto, perturbaciones baja longitud de onda no serin reproducidas
con precisién por la ecuacidn elemental. ‘

51 deflinimos como feunémeno de "dispersibén" la re asién entre velocidad de fuse
N longitud de onda en barras infinitamente largas " , y comparamos valores de
dispersidn calculados exactamente por la teorfa eléstica para barras de seccidn

(+) Este fendmeno se da en forma més complicada en barras vinculadase
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circular, con los obtenidog por las ecuacloncs de Ruyleigh y elementul, s obser
va una fuerte discreopancia rara valores ulton de longitud de onda. Sin embuargo,
en la primera no se produce una tracmisidn infinitamente rdpida de pertﬁrbacibhez
como seiinlamos para la sesundo, En canbio, lus cuirvas de dispersién para el modo

flexionzl de una barra circular de la ecuncidn de Timoshenko Yy la exacta, coinci-
den satisfactoriumente bara un anche espectro de longitudes de onda, por 1lo que
podri prosumirse que esta ccuacidn gencral que nos ocupa, dard resultados preei -
508 para barras con otras formas de seccibn transversal (3 . ’

Hemos asf justificado sucintamente la importancia de la ecuacibn general de mo-
vimientic en problemas précticos y de allf su uso divulgado; una de las formas més
simples de afrontar un esiudio real, es a través de 1a simulacién de 1la écdécién
diferencial, por medio de una aproximacidn en diferencias finitas,

Sabemos que simulacidn en diferencias finitas de 1c ecuacidn Timoshenko, +‘rae
aparejado, como acaece en todo problema de ondiciones iniciales, el estudio de la
que denominamos estabilidad nunérica, es decir, garantizar que el crecimiento en
el tiempo de los errores introducidos en los datos rara t = O, no invaliden log
resultados. LEn este trabajo se calcula el 1imite o zona de estabilidad de una vie
ga Timoshenko simplemernte apoyada, a través de unos parimetros que relaciornan los
intervalos temporal Yy espacial de una malla rectangular uniformemente ecpacieda,
con la que cubriremos el dominio de validez de la solucibn. Se utiliza un andli -
sis matricial de estabilidad.

Los primetros de estabilidad se han buscado de manera tal que sean semejantes
al que se utiliza en el pfoblema de estabilidad en la simulacidn de la ecuacién
elemental de movimiento(2 (4) ’ spero en nuestro caso no surgen s6lo en fun --
cién de las constantes fisico-geométricas de 1la viga y del nlmero de puntos inie-

‘riores en que dividimos la misma, sino también de la media absoluta del intervalo
espacial o terporal, dependiendo del parémetro adoptado. Tal cosa no sucece con
la ecvacién elemental, '

Dos métodoz se utilizan bara aceotar el parémetro de estabilidad, y ambos se fun-
damentun en la filosoffz de introducir vectores ficticios de desplazaniento, para
con ello disminuir el ndmero de niveles de la ecuacién matricial originzl gue zo-
bierna el proceso en el tiempo. Transformsmos asi el estudio inicial en un rroble-
ma lincal de autovalores con matrices ampliadas, que a su vesz equivalen a otro no
lineal de autovalores con una matriz, funcidén de las originales, que es posible
resolver gxactamente.

El primero de los métodos desarrollados permitird lleéar més directamente o la
epxresién del 1fmite huscado,

Se presentan un esquena explicito y otro implfcito.

Se calculan, por =imple rasaje al limite, los parfimteros de estabilidad de las
ecuaciones de Rayleigh y de 1a elemental,

ECUACTION CLNRRAT, D& FQVIKTIENTO

La ecuacidén diferencial ordinaria que gobierna el problema de vibracioncs trens-
versales de una viga eldstica prisnéitica de seccién constante con al mernos un eje

4.y

de simetrfa, de longitud Ly, teniendo en cuenta en su deduceidn la inercia roizio-



(1)

ria y la deforimacidén por corte, y vibrando er cl plano de simetrfa, es H

W 4 v poh L adk £25 25 ]
2% * c? R T wot? a 2ty 75«‘ 264 é—g}’{; mé) )
ciendos

At £T /56.4:;0(]?6745) y féee =p° (2)

doride hemos denominado comos
u = u(x,t) al desplazamiento transversal al eje de la pieza, donde x(0 £x <L
y t(t > 0) son las coordenadas espacial y temporal recspectivamente.

FE - m8dulo de Young

A
20t9)

- mbdulo de elasticidad transversals:

-~ coceficiente de Poisson

- frea de la seccibn transversal
- momento de inercia de la seccibn

G
JO - masa especifica
A
I
L
g - factor de corte

p - p(x,t) -~ carga aplicada

Definiremes como condiciones o datos iniciales a los siguientes valores para
'1_; = O:

w(x,0) = 1 () (3)
?‘.{f()ga) =% () (1)
’Zﬂ.{z =13 () (5)
9%« (0 =47 () (6)

donde fy, fo, £3 y fy son func1ones conocidas de Xe

ksimismo, las condiciones de borde de una viga Timos shenko simplemente apoyada y
sin momentos aplicadcs a sus extiremos, sons

,a(of)—o (7)
(9)
)

siendi/}&(x,t) ¢l momento flector.
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STMULACION DEL PROGLIMA EN DIVSRENCTAS PINITAS

Fara utilizar una aproximecién en diferencies finitas, espacismos uniformemente
o . [ . 43 . .
el dominio de solucidn en sentido x y en sentldo 1, tal ques

,{Lv:/{:_é (4':,/)0/;,2...M1/\7f/,/‘77‘2,) (ll)
1§'=_/‘é (j=-2-40,02,...) (12)

donde h y k son los intervalos espacial y temporal respectivamente,; siendo M el
nfmero de puntos interiores en que dividimos la viga, o sea:

Moh = L (13)

Denominaremos, ademfs, comos
B < pla,g)= plk j5) (14)
,o?/f‘: U (%, é/s-' 2@ (c/{{//é/

¥ (15)
o i . : ’ . .
Yy definiremos como Uj la solucidén para la aproximacidn en diferencias, correspon-
diente al valor tebrico u%, 0 sea, que tendremoss

i i
U, =u, - @
n J J (16)
denominando con e al error de discretizacién.

Como observamos en (11) y (12), deberemos hacer uso durante el coémputo del proce—
50, de los siguientes puntos "ficticios"s ‘

1 =«1 e i=M4+ 2 an sentido x

Yy J==2 y J=-=1cen sentido A7)

Para pasar a la fcrma vectorial de la ecuacidn en cuestiln, debémos desarrollar
en diferencias finitas las derivadas que aparecen en (1) Yy las condiciones de bor-
de (7), (8), (9) ¥ (10)s Utilizaremos, tanto para el esquema explfcito como para
el iwplicito, diferencia central, pero debemos tener en cuenta que la discretisza -
cién de las condiciones de borde, al tratarse de una ecuacién donde se han congi -
derado las deformaciones por flexién Yy por corte, incidiré sobre el téruino inde
pendiente, es decir, que el vector de cargas serd modificado al pasar a diferen -

cias finitac,
Veumos, entonces; la expresién, en diferencia central, de las cendiciones de¢ bore
de (7), (8), (9) y (10) respectivamentes

(o]
uj = 0 (17)
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1 L 94% 40
v '(U'J'Z'Z'/bf) (18)
Uig*lao (19)

M2 _(UM ;é /7"’) (20)

Asf podremos definir los siguientes vectoress

' / 7 :
/l/]/._-:/(&. (szf/ o)
EI/TZ/ // /3 JM/?// (22)

dendes

f/ z’)/é/ (23)
= g6 i {}/M (24)

FORMA VECTOQORIAL DEI PRCCESO

Luego de hacer el pasaje a diferencias finitas de la ecuacién (1) y de las con-
diciones de bordes; llegamos al siguiente esguema de recurrencia en el tiempo de
cinco niveles, que nos permitird, numerlcumente, predecir la respuesta transito =
ria de una viga bajo el efecto de una CarngQ(X,t>

;’%z: 54]/%, +[BJf vj + /A 7/1/5.‘, - [J]/@{_z +/K ]//z/j{ »

donde lac matrices [A] ’ [B] y [K] , de orden M, dependeréin del esjuema explicito
o implfcito que adoptemos, y que describiremos en cada casle [I] es la matriz uni-
tariae

Por otro lado, debemos indicar que en el estudio de propagacibn de errores, el
vector de cargas no tiene influencia, razbén por la cuzl de aquf en adelante no
seri tenido en cuenta. '
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REDUCCION DLL ESUZiA (ler KETOLO)

Definimos un vector ficlicio de desplevamiento ;M0;<10 orden (3M), como:

oo
(=1 [V /
W w

Introduciendo (26) en la forma vectorial (25), sin consideracién de cargas, 1lle-
gamos al siguiente esguema equivalentes

Lejjwy, = LPIfM - Laipny,
o el anilogos

[y = [T7LF 1, -/J‘]/wj_f .

Observamos que el esquema vectorial (28), de tres niveles, es formalmente 1d&n-
tico al correspondiente a la simulacién de la ecuacién elementzl de movimiento de

vigase

N
Hemos denominado en (27) y (28) como matrices [P] y [Q], de orden (3), a 1las
siguientess

_ I T
LPT = pp7 0 07 1 147
[f] ‘I' '[o] / [74] (29)

(1] | [«]-Ta]! [17

e
e c——— o —

[o] =|p7| 1| 1)

I ey o

[]! [7] | [o]

(30)
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. . | . . . . ) ' A
oo tedns laos submatrices do [At)] v [;3] pon de orden Moy Eoﬁ] ’ LP] v Ly ] son
nalrices nrooiraring, pero tules que [(Q] no sea singulars

Alhora bient 1a condicidén pera que el esgueng (20)

sea es;%;able ( y por lo tanto
tancidn el (29)) es que loo eu Lovz(l%a)res de ia motlris [\D_} "o | P ) esién uwcotudos

por las siguientes desigualdadess

~2< E(@7P) <7 ) (1)

De acuerdo con la teorf{a de autovalores, deberd ser

(Le][P]- €@'P)[7]) (%] =0 O (32)

<

jue equivale as

([P]~ E@™p) [@I)IXf = o -
33

Hemos denominado como /x]’ a los autovectores del problema, son vectores de orden
(3), o sea, que pedemos escribirlos comot

{Zj: //1,///2,/'//13//7' (34)

2%

siendo los vectores lxif de orden M3

7
[‘Z:.f = /’(t‘/ Az ~--1¢H/ ((.:/1213) (35)

Expandiendo la ecuzcién vectorial (33) de acuerdo a (34), podemos escribir -deno-

ninando a 3 como f(’Q.’P) - ques

(L] ELZD) {4 ] + (LB]#2LT]~ €L T €LAT)f [ (L]~ ELZI)% [ (36)

DBI{nf - €L {%] + [p71%] = ©

[7]{3)- €[7]1%f + [§7/%f = o

(+) o autovalores de cualquier matriz [R} serén indicados por medio de unza letra
miniscula griega, de las siguientcs fomnas eguivalentess E(R) o XAH) o
-\
(R), etcs _
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De la expresibn (37) o (38), oblenemoss

{2f + (%) - £ {23} = 0

’

que, reemplazada en la (36), nos permite deducirs

((e22)[2]-£.047-L8]){%) = o (40)

Hemos conducido asf nuestro problema lirneal inicial de autovalores (33), al
equivalente ‘dado por (40), que no es lineal. Sin embargo; el orden de las metrices
y vectores es M, mientras que el correspondiente a (33) es de orden (3)e Seriale -
mos también que la expres=idén de las matrices [“], [‘/.7 ¥y [fj no hacen a la esencis
del problema, ya que no interviene en la resolucién del mismo,

La ecuacidn caracteristica correspondiente a (40), serd entoncess

[[E][= [22)11]-er07-187) = o (a1)

Para el esquema explicito e implfcito gue describiremos mis adelante, la mateiz
[E] es pentadiagonal y serd el cuadrado de una matriztridiago g} +)y por lo que
la expresidén de sus autcvalores 92?(’£7)es sencillo de huzllar ? o La forma espe-
cifica se presentard con cada esquema. Los autovalores ME) sers funcidbn de 20
grado en € como podemos ver en (41).

Ahora biens por la teorfa de determinantes, sabemos que la ecuacién caracierfis—

tica (41) puede escribirse comos
M
[(67)= [( D (F) = o
«<=f
(42)
ara que (42) se satisfaga, al menos algin _;\fcf),debe anularse, Por medio do
esta condicidn encontraremos los autovalores € = &(6 /{)como rafces de una ecua-

cién cuzdritica. Por lo tanto, con la condicidn de estabilidad (31), limitamos 1la
zona dentro de la cual el esquema seri estable.

NIVELES KULTIPLES (2° Método)

- 1 . . sy
Rlchtmyer( ) desarrolla un método matricial para el estudio de la estabilidad,
utilizando una matriz eguivalente Yy que nosotros aplicaremos al ecquemz (25) de la

(+) Sucede esto debido a que tenemos una viga simplemente apoyada. 51 tuvidranos
Otras condiciones de borde, el problema del anflisis matricial de la estabili-
daddeberia abordarse a través de métodos aproximados. Esto puede verss para
la viga elemental con cualguier condicién de borde en la Ref.'(S)o.
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eccuncibn peneral de movi smiento. Para ello defintmos un vector /0641 de ordon (4M)

de la ‘lbﬂlbnte formas

e 0, 9 ]

(43)

Tntroduciéndolo en la forma vectorial (25) de cinco niveles, se reduce a una
forma equivalente de sélo dos niveless

1, =1 f]/r/

(44)

donde [R]'cs la matriz de equ*valen01a. Observamos gue el esquema (44) es formal-
mente idéntico a los que surgen de la simulacibn de ecuaciones parabblicas de 2°

ordenes La mairiz [R](k,01den (410) vales

[4] '[8.7'[:‘17/ [1]

— == -1-

[IJ‘[O]'[OJ [o7
[R] = |- 1L .

[0], [1]] [o]" [o]

[0_7' [07! [17! [o]

(45)

Para que el esquema (44) (y por lo tanto el (25)) sea estable, debe cumplirse

[§iR)] <

(=1,2--4/) (46)

Denominando como J;Q 5(R), y de scuerdo con la teorfa de matrices, podemos es-—

(TR]- §L17)74f =

gque es un problema lincal de valores propios, dondes

(47)

h = g ot 1) i) ()
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El vector {jf de orden (4M) indica los wutovectlores del problema (47). Codu
vector /Ja/ es dec orden M

/;f/: /;u ;{2 ;,‘,,/T
(¢=4234) (49)

8
Guderley (8) indica cbémo puede pasarsc de un problema lineal (47) a uno no 1i-
neal equivalente, que nos rermitird hallar los « Para ello debers cuinplirses

4 J
(L r-22 007 r87)1) < o

(50)
~ Pero es fécil observar que si denominamos comos
125°
£ = (6= 6(R)
2 (51)

La ecvacién (44) es idéntica a la (40), que fue hallada por medio del ler, mé&-
todo, Una vez calculadas las expresiones de € » s6lo se deberi resolver 1a e -
cuacién (51) de 2° grado en 4 e imponer la condicién (46), que garantiza la es-

tabilidad del proceso numérico.,
Vale la pena, sin embargo, hacer una pequefia ampliacién respecto a 1la bisqueda
de los J » que nos confirmaréd por qué es més directo el ler nétodo expuesto. En

efectos de la expresién (51), observamos ques

2
je) . 1#d°
/5/ | (52)
Entonces, segin (52), se deduce que deberfa ser /5/“Zm2 s Que es Justamente

lo contrario a lo expresado por las desigualdades (31); la contradiccidn proviene
de suponer que los valores de o son reales. Por otro lado, de (51) obtencmos:

ZJ: f_f/fig

Aplicando (46):

/0] =c+)ety /< 4

(54)
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.2 . _
Admitir que los (S- son rcales es acmitirs € {,l/ (/5/7/ 4 ) s Poro gi 5“—‘/&/)0
o E=- JEf O s la condicién (54) més desfavorable es para ambos casos:

(6] + JELy < 2
(55)

que, por lo tanto, es imposible de satisfacer. Luego, deducimos que la tnica con-—
dicibn posible ess ‘

[E/ <2
(56)

jue no es mids qua la (31); entonces los autovalores de R serdn imaginarios y

siempres
[§)=1
(57)

son lo cual (57) o (56) garvantizan la estabilidad numérica del proceso, en coinci=-
lencia con lo hallado por el ler Método.

UN ESQUENA EXPLICITO

Utilizando una aproximacién en diferencias finitas central para simular la ecua-
-i6n (1) y las condiciones de borde de una viga simplemente apoyada,; y definiendo-
sreviamente los siguientes pardmetros de estabilidad:

£
= (?’g/)y
z
W= /E{L') (+)

llegamos a que la forma matricial (25) es explicita
[B] valen en este casot

(58)

(59)
y las matrices [A] h'g

(9)(10)

Cal= rw [au;
EY J] (60)

iatriz banda tridiagonal de orden M, dondes

Q[(,‘z(/ﬁ ..2é~7if) (‘;42/"7}

rw (61)

<) Ilo son receszriamente los Unicos parémetiros, pues es posible definir Ve ’
‘ 1 9 I
f[//‘ . W) = é/c o Los parimetros r o /"; son los utilizados en el
problema de estabilidad de la ecuacidn elemental.
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o) = o) =z M(/ff A (¢=33... M- )

(62)
Y
[ ‘.
(63)
matriz banda pentadiagonal de orden M, dondes
5,;: (Z;VMA %f;,‘il ~6rw) (i<23..4,) ()
b= éﬁw = é‘;‘v‘ffﬂ/ (=23, F-1) (65)
é‘;":’"Jz O{Yc'-d i é/c" = éf(ﬂ-/),: Gr20-26 (i- §3-11-1) (66)

,A‘.(“"z),:éﬂ'*l):éjz év(/w) é;z ('éO(/Y-.%)— TV (=34 ’4’7'2)(

Los a,. yb 1‘no especificados son nulose
' ij
De esta manera, de la ecuscidn caracteristica (41) deducimos ques

N (D)= €2 gm) e 1 [4-2m 4 Lerwe)’]

(68)

siendos . ’
i “57253" ) (69)
Zi = ] 4oy E= MH (70)

Yo la cordicidn de rulidad de ul:ﬁn ;X' o) ccuacidn (42 encontramoss
3 ) ’

.’?Z""Zé//&" )= e 'f/‘/tf‘/{-/[[; -42). zz;/.4//;(// %M‘?//Z

J
(t 12 /"!) {1//;: L2 .. 2/‘7) (71)
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De la condicibn de estabilidad (31), y observando que para todo 1 se cumples

| 2, 1,2 /2
My DX [biw)stse pbvg +w? [ o

(72)
vemos que para que el esquema numérico sea esteble, debe sers
I < I /}ézw{/‘f AR R0 z_/
227 ' (6-42)2° 44642 41/
(73)

Hemos as{ acotado para la ecuacién Timoshenko, el misro parémetro de estabilidad
que se vtiliza para la ecuacién elemental; sin embargo, deducimos que, fijacos el
nimerc dc puntos interiores M y la longitud L de la viga, en realidad estamos acc=
tando solemente el intervalo k de tiempo; esta resiriccidén no aparecfa en la ecusn-
cién elementale

Por oiro lado, como casos particulares deduzcamov la cota de estabilidad para la
ecuacién de Rayleigh (a = 0, b = F/E) y para la ecuacidn elemental (a = b = 0)
por simple pasaje a2l lfmite de la expresibn (73):

Ecuacibn de Rayleigh

2624 W

e <

W22
(14)
Ecuzcién Elemental
/
e < 37
{ (715)

Este $1ltimo valor coincide con los hallados en las referencias (4)y (5) o

UN ES(UEMA TIMPLICITO

Aplicando a la ecuacibn (1) una aproximacién en diferencies finitas central, pe-
ro promediuando cn el tiempo las derivadas espaciales, tal como sigues

g%f;' Z(~ ’/ // %4)/i/ -/7

H - 24
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(77)

(9))10), es decir, que se deberid resolver un siste-
ma lineal de ecuaciones por cada linea j-ésiha de tiempo. Ademds, mantenemos las
aproximzciones (17), (18), (19) y (20) para las condiciones de borde. De ests for
ma, llegazmos a que en la forma matricial (25) es:

[4]=/C]7s 7

obtencmos un esquema implicito

(78)
[B] = [cT'[7) |
¢79)
siendo '
[C/ /“;f ]
(80)
wna matriz banda tridiegonal de orden M, dondes
- 2 (=12,
£ = A*fk’/’ ( 7 "1.) (81)
S _b
q(’lr‘/) - C"(‘L’) - (; C:!f(,e;*/) 2 /‘ 25 M") (82)
Tarbién:
2
= = /g
[5]= 221457 -
donde [S:]es una matriz banda pentadiagonal de orden M ys
I = ( 125 - u/~3/‘/1f/ (t=23...M.1) (82)
Y=gy = A+ L2 (23,3, M1-1) W
(85)
1. o= . — — — 5 /. “ _
‘(i) g-{ﬂ’-‘-/)‘ Gy = ’/(;(,5;-,)" Wb (t223... M-1) (86)
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Yise)= %pee) = 93 = Jain-g) = oy = ﬂ,.,)m_j - -/;,;'?[‘53/’"“ #“-2)

(87)
Ademfis:e
W .
177:] = a2 ZriZ/.7
(88)
es una matriz banda tridiagonal de orden M, dondes
Vo= (W - A-éf.z) - )
é?l‘ﬁ) :15‘(“_,) = ZIZ < éf{ﬁ,’-/) = é /(‘L-K?/;w- .’7"} (90)

Los walores de cij y 5. Y ti' no especificados, son nulos. De esta forma, la
ccvacibn (40) puede“escribirse defs

(€22)/1]-€le]rs]-[c7[T]){%) = 0

(91)

que equivale a la siguiente ecuacidn caracterfsticas

[lelf Jaz)rc)- ers -177] = o (52)

Kuevamenie, como ocurrfa con el esquema explicito, la matriz Eﬁi]es una matriz
pentadiagonal, y es el Qsadrado de una matriz tridiagonal, cuyus autovalores
son ffciles de¢ hallar (6 . '

Inionces, debe scert

A7
/ZZ;]D/:, { 2: ;)( (2& ) = O
=y
(93)
Do (931) cbservamos que alwhij(E) debe snularse y ello nos conduce at

: PR S
o = [Qprwby € [arus ) 2rwb e rrwlia l€xfta-erv’]
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donde vy, w y Zi han sido definidos on (58), (v9) y (76) respectivanente,

Do 1lu condicibn (31) obtenemos la condicién de estubilidad de la ecuacidédn Tinosn
herko para el esquema implfcito adoptados No nos detencmos o oanalisar la cota del
caso generul, pues dependerd de low valores abcolutos de los intervalos en rcla -
cién con las constantes fisico-geométricas 4y b y ce Como verificacidn necesaria,
analicemon el caso de la ecuacibén elemental (a = L = 0), Entonces, de (94):

£ — 2
/4 2/‘2‘.2

(95)

De las condiciones (31), se observa que deberé ser simul tdneamenrtes
rz? > o
¢« 7 ,_(,96)

.2
H/"“l 20 (97)

por lo que se satisfacen pars todo valor de Ty en coincidencia con lo hallado c¢n
la Referencia (5)e
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